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壁面 に 吸 い込み 及 び吹 き 出 しが分布ナ る 場合の 層 流境界層
一上 居 男
The Boundary Layer Flow with Suction and Injection On 
the Boundary Surface. 
Fusao MIKAMI 
The influence of the suction and injection 0ロ the separation po int of the steady laminar 
boundary Layer is studied by the vOn Karmân-Pohlhausen integral method. And it is concluded 
that whenever the Reynolds number constructed with suction or injection veloc ity is linearly 
combined with the “Formparameter" :\， the separation point will always disappear. 
1 . 緒 Eヨ
物休 の 表面 に 吸い 込 み あ る い は 吹 き 出 し を 分布 さ せ る こ と に よ り ， 境界層 の 剥 離 を 遅 ら せ 得 る こ
と は す で に よ く 知 ら れ て い る と こ ろ で あ り ， 且つ最近で は こ の 分布 が 層 流 か ら i5L流 へ の 遷移 に も 大
き い 影 響力 を 持 つ こ と が 知 ら れ数 多 く の 研究が な さ れ て い る 。
今 の 場 合 に は ， tJ百ιー の 吸い 込 み あ る い は 吹 き HJ し の 分布 と 境界胞 の 剥 離点 と の 関係 を し ら べ ， 長IJ
献 を お こ さ せ な い た め に 必 要 な 収 い 込 み あ る い は 吹 き 山 し の 分 !ii を 何 ょ う と す る も の で あ る 。
2 基 礎 方 程 式
二次元 の 流 れ を あ っ か う こ と と し て ， 物体 の 壁而 に そ っ て 流 れ の 向 き に お 軸 ， 壁 山ー に 頃; 直 に 外侭Ij
に [í司 っ て y 軌 を と り ， 且 つ ， と れ 寺 の 'MI プj 向 の 速度成分 を そ れ ぞ れ '(l お よ び v と す れ ば ， prandtl の
境界 15 方 程式 お よ び そ の 境界 条 刊 は i欠 の よ う に な る 。
T t o tt h ott - t 12三 ↓ 212u l θ:1: I V ây ー も ∞ dぉ I ， 百ρ | 
θu θ2 + - _:，  = 0 0‘c θy 
) l( 
但 し ， u∞ は 主 流 に お け る 速度 を あ ら わ す 。
今 物 体 の 壁面 を 通 っ て そ の ]fl i に '11二 jlま な ノむ lí lJ に 抗 体 が 微小 な 速 度 で‘ 流 れ る と す れ ば ， こ の 速 度 が 充
分 に 小 さ い 間 は ， 境界 l邑 に つ い て 設 け ら れ て い る 近 叫が 成 立 し 従 っ て 方程式 ( 1 ) を こ の 切 合 に も 使 用
す る こ と が で き て ， 境 界 条 什 は i欠 1'C ノs，す よ う に な る 。
y ニ O で u = o， り = 引o (x)'t 
y 二 泊 で l = U∞ (�;) J 
但 し ， 110 (x) は 上 に述べ た よ う な ， 壁 面 を 通 し て の 流 れ の 速度 を あ ら わ し ， 主 流 の 速度 u∞ (x) に く
(2) 
ら べ て 充分に 小 さ い も の と す る 。
(2) の 境 界 条 件 に よ り 方程式 ( 1 ) を 解 く の で あ る が ， こ こ で は von Karman -Pohlhaus印 の 近次
解法に よ る こ と に す る 。
こ の 局 合 に 対応 す る von Karman の 運 動 量方程式 は よ く 知 ら れ て い る よ う に ， 〕
Tο ( f)2u \ • dθ u .. :::= νl _' } o =北九 五一十 (2θ十8小t∞一石 -1'0 U"" p - ' \ ây2 J 。 (3) 
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但 し ， θ は運動量厚 ， 8* は 排 除 j享を 怠 ら わす。
この と き の'境界 条件は方程式 ( 1 ) を 考慮 し て ， 次 に示す よ う に な る 。
( au \ ( allU \ ゐ」 白y = o で 吋， 1'0 (x) \ ã; )。ー へ可i-)o = U∞す l
) (4) 
y = 8 で u = u∞， 37 = o， 争 = 0 J 
座標 y を 境界層 の 厚 さ 8 を 用い て無次元化 し て ， η = yj8 と お き ， 境界層 内 の速度分布 を 4 次 式 で
近似すれば
去 = 均 + 附 + 切3 +仰 (5)
と 書 く こ と が 出来 る が ， 右 辺 の 各係数 は 境界条件 (4) に よ り 次の よ う に決定さ れ る 。
α 12+λ b =  6�-�λ ) = 王手子， u一一頁干百一 | ) (6) 
c =_1λ-8R-12 .:1 _  3Rーλ+� I- R+6 ' - - R十6 j 
但 し
λ = 空白L 企詳主L ， R 8(x) Vo(x) (7) ax ν 
(7) に示 さ れ る こ種 の無次元 の parametぽ は ， い わ ゆ る Formparamter と ， 今一つは 一種 の Rey­
-nolds 数で あ る 。
3 . 排除厚， 運動量厚
係数 (6) を (5) に代入 し て 整理す れ ば
去 =誌がF(η) +刈) +悶(η)) (8) 
ここに ，
F(η) = 12η- 12η3 +6η<1. ì 
G(η) =η-3η1l +3ηSーη<1. ) 
H(η) = 6η11 -8η3 +3η生 /
(8) と (9) に よ り 排 除 厚 8*， 運動量厚 θ は容易に 計算 さ れ て 次に示す よ う に な る 。
8* 1 ，.. 9 ì\ ，  2 8
一
= R干百
〔τ 一五百 十 5 R) 
θ 1 r 148 4 ， ， 52 n ，  1 
T = (_頁干百五ー 〔II - IU計十 35R+ 1U5λR - 252 ;v + 35 Rll) 
(9) 
j n u ul( 
) -向"は
援面 を 通 っ て 流体が流れない場合 に は ， (8) ， (10)， Ul) に 含 ま れ る R を 零 と お く こ と に よ り ， す で
に 知 ら れ て い る 式 に 帰着 さ せ る こ と が 出来 る 。 ま た ， とれ ら の 式 は 形式 的 に は ì\ と R と の 二個 の
parameter を 含 ん でい る の で あ る が ， (7) よ り あ き ら か に 物 体 の 形 と そ の 表 面 に お け る 吸い込み
あ る い は 吹 き 出 し 速度 の 分布 が 与 え ら れて お れば ， ì\ と R と の 聞 に は ， あ る 函数関係が成立し て い
る 筈 で あ る か ら ， 実 は ， この よ う な速度分布 の ない場合 と 同様 に 1 parameter の み に 関係 し て い る
こ と に な る 。 し た が っ て ， 運動量方程式 (3) に よ り 8(吟 を決定す る こ と が 出 来れば ， 速度分布 そ の
他 の 未知量 も すべ て 3 の 函数 と し て決定 さ れ る 。 ま た ， と の 場合 に も
λ = - 12 
に よ り 剥離点 の 座標が決定 さ れ る こ と は あ き ら か で あ る 。
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い ま ，
82 duo。z =  -).1 dx (12) 
と お け ば ，
1 r 148 4 " ，  52 Tl ，  1 -.. Tl 1 -.. " ，  4 D n 2 z 一 一一〔 ー λ + :::�-R十 ÀR 一一一À2 + 一一::--R2) À ー (R 十 6 ) 4 '- 35 105 ， - ， 35 -- ， 105 ， --
-
252 '
- . 35 (13) 
ま た ，
Z 一 旦と- v U41 
と お け ば
z = Z坐竺­ax (1日
と な る 。
(10)， (11) ， (13) ， 叫 の 関係 を 利 用 し ， 運 動 量 方 程式 を 整理す れ ば ，
dZ T" -.. -1 
I瓦 = F(z) u∞ 
を 得 る 。 但 し
1 ，.. 148 4 -.. ， 52 -n ，  1 -.. n 1 -.. . ，  4 F(z) = 一一一一� C一 一 一一À 十 一�R十 λR- �:� À2 十 .:':.. R勺(R+ 6) 晶 、 35 105 ， - ， 35 -- ， 105 ， --- 252 ， - ， 35 
928 -.. ， ��-n 432 -.. n ， 79 x (144 - _"';f�-À + 96R - -�t- ÀR 十 一一一 λ2 十 24R235 ' " ' vV�� 35 ' "-- ， 105 
44 -.. n . ， 13 - ?:�_-ÀR 2 十 一 À2R 十 2R3 十 À3) 35 ' "-- ， 210 ， - -� ， �-- ， 63 
よ っ て ， zをparameter と す る 次 の よ う な 非線 型 の 常微分方程式 を 得 る 。
RU 41ム(
(17) 
dZ � -1 瓦
子 = F(z) uoo ，  
月 du∞z = L. d必 (18) 
こ の 式 は ， 壁面を 通 し て の 流 れが な い 場合 に 求 ま る も の と 形式 的 に は 同 一で あ る が ， (l司 に 示 さ れて
い る よ う に F(の が や や 複雑 な 形 に な っ て い る 。 こ こ で も R = O と お け ば 壁面 を 通 し て の 流 れが な
い 場合 に 帰着 す る こ と は 勿 論 で あ る 。 而 も ， そ の 場 合 に つ い て は ， は じ め ， Pohlhausen は 等 傾斜
法 に よ っ て こ の 方 程式 を 解 き ， 後に な っ て ， Warz は F，zノ z 曲 線 が 非 常 に 直線 に近い こ と か ら Fω
を z の 一次式 で お き 換 え る こ と に よ っ て ， 方程式を 線型化す る こ と に成功 し た 。 然 し な が ら ， 今 の
場合 に は ， F(z) と z と は 共 に 2 個 の parameter λ と R と に よ っ て 結ば れ て い る の で あ る か ら ， た
と え 前 に述べ た よ う に λ と R と の 間 に は 函数関係 が 存在す る と は い え ， こ の 場合 に も 直線性が存在
す る か ど う か は 疑 問 で あ る 。 し た が っ て ， 一般 に は 物体 の 形 と ， そ の 表面 に そ っ て 吸い 込 み あ る い
は 吹 き 出 し の 分布 が 与 え ら れ れば 制 式 を 等傾斜法 ま た は 数値解法 に よ り 解 く こ と が 出 米 る 。
た だ ， あ ら か じ め ， À と R と の 聞 に 特 別 な 関 係 を 設 け て お け ば ， 出) を 線型化す る こ と が 出 来 ， 且
つ ， 剥 離点を除去す る こ と が 出 来 る 。
4 . parameter R 
P を 任意 の 定数 と し て
R 寸p(À+ 6P)
と お き ， こ れ を (6) 式 に代入す れば
。 = 2- P， b = 3P， C = - 3P -2， d = P+ 1 
(19) 
同川W向リ出
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こ れ ら の 係数 は ， し た が っ て み な X ，@\標 に 無関係 な定数 と な る 。 す な わ ち ， 物体 の表面上の ど の 点
に 対 し て も ， そ の 速度分布が お た が い に 相 似 の 関 係 に あ る こ と に な る 。
ま た ， 係数 臼 は 速度分布 曲 線 の 壁面 に お け る 傾 き で あ る か ら ， P が 2 よ り も 小 さ い数字で る 限 り 物
体表面上 ど こ に も 剥離点 は 存在 し な い 。 さ ら に ， 係数 b が 同 じ 部分 の 曲 率 を 与 え る こ と を 考慮 し て ，
こ れ を 零 に と れば ， 平板 に 沿 う 層 流境界層 内 の 速度分布 に 似 た 分布 を 得 る も の と 予想 さ れ る 。 そ こ
で P = O と お く と
R = が
と な り
え = 2η-2η3 十ゲ
を 得 る が ， こ の 式 は 平板 に 沿 う 境界層 内 の 速度分布 を 四次式 で近似 し た 時 に 得 ら れ る も の に 他 な ら
な い 。 ま た ， (10) ， U1) よ り
0* 3 (J 37 0* -0- = 10' τ = 一言語一， 百一 = 2 . 55
を 得 ， 闘 は 次 の よ う に線型化 さ れ る 。
rf'ァ ー-1 、言云 = (0 .47 ーO .6z)u� I 
月 du� I Z = L.--a;; ) 
こ れ を 解い て ，
θ(ぉ) = 0 . 69ν Z I(x) ， ò(x) = 5 . 84!.i 2 1(x) ，  0*(x) = 1 . 75!.i " I(x) 
R 十 17 . 03(生) 附f
但 し
1J ZAU 一回
x u
o 
fId 「ー、一 回u 一一、.，，，，z r，‘、yi 
5 . 結 語
以上 の 計算 に よ り ， 壁 面 に 吸 い 込 み あ る い は 吹 き 出 し の 分布 が あ る 場合 の j麗 流境界層 に お け る 諸
量 を 与 え る 式 (8) ， (10) ， 111) を 得 た 。 そ し て ， と れ ら の 量 は ， 非線型 の 常微分方程式 刊 を 解 く こ と に
よ り 完全 に 決定 さ れ る 。 た だ ， こ の 場合 に は "Formparameter :.\ の 他 に 今 一つ 吸 い 込 み あ る い は 吹
き 出 し の 分布 に 関係す る Parameter R を 含 み ， 而 も ， 前者が そ の と り 得 る 数値 に あ る 限界 が あ っ た
の に対 し て 後者 は 比較 的 広 範 囲 の 数 値 を と り 得 る と 考 え ら れ る 。
ま た ， 当 面 の 問 題で あ る 剥離点 に 関 し て は ， 入 と R と の 聞 に 一次的 な 関係 を 設 け る こ と に よ り 剥離
点 を 除 き う る こ と が 判 り ， 且 つ ， こ の 場合 に は 方程式 (18) は 線 型 に な る の で 容易 に 解 を 求め る こ と が
出 来 て ， 境界層 に 関 す る 諸 量 を 計算す る こ と が 出 来 る 。 特 に 上 に 示 し た よ う に ， R =づい と し た 場
合 に は 平板 に 沿 う 境界層 に 対 す る 近似解 と 全 く 同 じ 形 の も の が 得 ら れ る 。 た だ ， 平板以 外 の 物体 に
対 し て は 一般 に そ の 壁 面 に 沿 っ て ， 主流 に 速度勾 配が存在す る の で 形式的 に は 同 じ 解で あ っ て も ，
た と え ば 摩擦抵抗， 境界層 の 厚 さ な ど は 当 然臭 っ た 値 を と る こ と に な る 。
短軸 と 長軸 の 比が 17 . 4 % の楕 円 柱 に つ い て な さ れ た 計算 の 結果 に よ る と ， か よ う な 流 れ を 得 る た め
に は ， そ の 上流側 に 吹 き 出 し を ， 下流側 に 吸 い 込 み を 分布 さ せ れ ば 良 い と と が 判っ た 。 然 し な が ら ，
よ く 知 ら 払て い る よ う に 剥離点 は 減速領域 に 存在す る の で ， こ の 上流側 の 吹 き 出 し の 分布 は単に 境
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界 !曹 の 速度分布 を相似にす る ために要求 さ れ る も の で あ り ， こ れ は何等か の 方 法に よ り 除去 し 得 る
も の で あ る と 考 えられ る 。
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